Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych - rézniczka zupelna
i jej zastosowania

Niech z= f(x,y) bedzie funkcja dwoch zmiennych niezaleznych, okre§long i posiadajaca pierwsze
pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu punktu P, (x,,y,)-

Definicja. Przyrostem Az funkcji z= f(x,y) migdzy punktami P,(x,,y,) 1 P(x, +dx,y, +dy),
gdzie dx 1 dy s3 dowolnymi przyrostami zmiennych niezaleznych x i y nazywamy rdznice
okreslong wzorem:

(M Az = f(x) +dx,y, +dy)— [(x5,,)-

Definicja. Rozniczkq zupelng dz funkcji z = f(x,y) w punkcie P, (x,,y,) dla przyrostow dx i dy
nazywamy wyrazenie:

®) dz= f,(xg, y)dx + [ (g, y)dy , (dx)’ +(dy)” > 0.
Uwaga. Dla matych przyrostow dx i dy zachodzi zwigzek:

) Az~ dz.

Mozemy zatem zapisac:

(10) S +dx,y,+dy)~ f(x,,y,)+dz.

Wzory powyzsze wykorzystujemy czesto w obliczeniach przyblizonych oraz przy szacowaniu btgdow
pomiarow. Jezeli na przyktad obliczamy warto$¢ funkcji z= f(x,y) w punkcie P,(x,,y,), przy

czym wielkos$ci x, 1 y, obarczone sg btedami odpowiednio dx i1 dy, to warto§¢ f(F,) obliczona dla
niedoktadnych warto$ci argumentow x, 1 y, obarczona jest bledem

Az= f(x, +dx,y, +dv)— f(x,,¥,)-
Chodzi nam o oszacowanie btgdu Az, gdy znane sg bledy dx 1 dy.
Korzystajac ze wzoru (9) otrzymujemy:
Az fl(x,,y)dx+ f(x,,y)dy
a stad
|Az] <

Ll yollax] + | £ G )| ]
Oznaczajac przez A, A ,A maksymalne bledy bezwzgledne wielkosci z, x i y otrzymujemy:

A, =

Ll )| A, +| 10 30| A, -

Przyklad. Znalez¢ przyblizona warto$¢ wyrazenia:

J@,02) +(1,97) .

Rozwigzanie. Wprowadzmy oznaczenia:

2= p)=x +5,

x=1, y,=2, de=0,02, dy=-0,03.



Stad mamy:

\/(l, 02)' + (1,97 = £(1,02,1,97)= f(1+0,02, 2 +(—0,03)).
Aby skorzystac, ze wzoru
Sy +dx,y, +dy) =~ f(x,,y,) +dz
obliczamy najpierw
[Gosy)=F(1,2) =148 =0 =3.
Z kolei, aby wyznaczy¢ dz wyznaczamy warto$ci pochodnych czastkowych w punkcie (x,,y,):

Flaa)=— | sad Sl = ——2L 3 ]
x \7vo = ) Xy » = =_—
5 ; x3+y3 0-Yo 0 2 Jis8 23 2
3y 3.2 3.4
fen=—e s [l = 1= S22,
2{yx 4y 1+8 23

Obliczamy rézniczke zupelna:
dz = fl(xy,90)dx + f](xy,y,)dy = % 0,02 +2-(—0,03)=0,01—0,06 = —0,05 .

Ostatecznie otrzymujemy:

J,02) +(1,97) = £(1+0,02, 2+ (—0,03)) & 3+ (—0,05) = 2,95 .

Przyklad. Okresli¢c maksymalny blad bezwzgledny i wzgledny, jaki popelnimy obliczajac opér R ze
wzoru

R==,
I

gdzie napigcie U, =220V na koncach przewodnika zmierzono z btgdem A, =2V, nat¢zenie zas
I,=304 zblgdem A, =0,54.

Rozwiazanie. Korzystamy ze wzoru:

A =R UL Ay +|R U1 A,
Wyznaczamy odpowiednie pochodne czastkowe oraz ich wartoscidla U 1 1 :
1 1
R{/(UJ)=7 , to RL(UO,IO)=R5(220,30)25

U 220 220 11
R(U,)=—— ,to R/ (U, I)=R'(220,30)=—-"="=
4CE I* 1 U 1y) = Ri( ) 300 900 45

Stad
‘— 2 + ‘—— 0,5~0,19.

Zatem btad bezwzgledny nie przekroczy 0,19 Q.
Blad wzgledny obliczamy w nastepujacy sposob:



A, 0,19
& 2% ~0,026.
30

Blad wzgledny nie przekracza zatem 2,6%.

Przyklad. Wysoko$¢ pewnego drzewa oszacowano na podstawie odleglosci d miejsca pomiaru od
pnia drzewa oraz kata o widzenia drzewa. Otrzymano nastgpujace wyniki pomiaru: d, =40 [m],

o, :%, przy czym dokladno$§¢ pomiaru odpowiednich wielkosci wynosita: A, =0,1 [m],

A, =0,02 [rad]. Na podstawie tych danych obliczy¢ przyblizona wysoko$¢ drzewa oraz oceni¢
doktadnos$¢ tego przyblizenia.

Rozwiazanie.
Z tresci zadania wiemy, ze:

d, =40, 040:%, A, =01, A, =0,02.

Wysoko$¢ drzewa /4 mozna wyrazi¢ nastgpujagcym wzorem:

h(d,a)=d tga.

Stad obliczamy przyblizona wysoko$¢ drzewa:
h(d, o) = d, - tga, = 40-tg% =40,

Doktadno$¢ obliczen (maksymalny btad bezwzgledny) mozna obliczy¢ ze wzoru
A, = |hc; (d, ’O‘o)|'Ad +|h(i (d, ’O‘o)| A,

Obliczamy:

h)(d,a)=tga , stad h;[40,§]:tg%:1,

4 4
W (d,a)= Cstad #'[ 40 T|=—20__ 40 g
“ cos’ v T 2
COS — [\/E]
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Zatem A, =[1|-0,14[80|-0,02=0,1+1,6=1,7.

Blad bezwzgledny jaki popemimy przy obliczeniu wysokosci drzewa nie przekroczy 1,7 m.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ rozniczke zupelng funkcji:

45. f(x,y)=x"y", 46. f(x,y)=ylnx,

47. f(x,y)=y", 48. f(x,y,2)=x"+y + 2.

Znalez¢ przyblizong warto$¢ wyrazenia:

1
49. (1,04)**, 50. (1,02)*-(0,99)*, 51. arctg{l’3;_1},

&




52. Wysokos$¢ i1 promien podstawy stozka zmierzono z doktadno$cia +1mm. Otrzymano /=350
mm oraz » =145 mm. Z jaka w przyblizeniu doktadno$cia mozna obliczy¢ objgtos¢ tego stozka.

53. Obliczy¢, jaki popelnimy maksymalny blad bezwzgledny i wzgledny przy obliczeniu objetosci
prostopadtoscianu o krawedziach wyznaczonych z dokladnoscia: x=4,1+0,1, y=3,2+0,1,
z=8,4+0,2.

54. Objetos¢ pewnego ciata zmierzona przy pomocy menzurki z dokfadno$cia A, = 0,1 cm® wynosi

V =30 cm’, natomiast masa tego ciala ustalona za pomoca wagi z dokladno$cia A, =1g jest rOwna
m=200g. Z jaka w przyblizeniu doktadnos$cig mozna obliczy¢ gestos¢ p tego ciata?
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